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1 基本模型的设定与求解
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2 模型对数线性化

2.1 SW(1):资源约束方程的对数线性化

从方程（39）去趋势的资源约束方程 ct + it + eε
g
t gyy +

a(Zt)
γ kt−1 = yt出发，首先，将式子

取全微分可得：

dyt = dct + dit + gyydeε
g
t +

a (Zt)

γ
dkt−1 +

kt−1

γ
a′(Zt)dZt

上式在稳态处取值，注意，Zt的稳态为 1，a′(Zt)的稳态为 rk，a(Zt)的稳态为 a(1) = 0，因此

上式可变为：
dyt
y

=
dct + dit + gyydeε

g
t + a(Zt)

γ dkt−1 +
kt−1

γ a′(Zt)dZt
y

=
c

y

dct
c

+
i

y

dit
i

+ gyε
g
t +

a(1)

γ

dkt−1

y
+
k

γ

a′(1)

y

dZt
Z

=
c

y
ĉt +

i

y
ît +

rk

γ

k

y
ẑt + gyε

g
t

得到 SW(1)的表达式：

ŷt =
c

y
ĉt +

i

y
ît +

rk

γ

k

y
ẑt + εgt

注意，此处将冲击项的系数标准化为 1。

2.2 SW(2):消费一阶条件的对数线性化

从方程（30）去趋势的消费一阶条件 ζt =
(
ct − λ

γ ct−1

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t 和方程（32）去趋势

的债券一阶条件 ζt = βγ−σceε
b
tRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
出发：

1. 对去趋势的消费一阶条件 ζt =
(
ct − λ

γ ct−1

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t 取全微分：

dζt = −σc
(
ct −

λ

γ
ct−1

)−σc−1

e
σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t dct + σc

λ

γ

(
ct −

λ

γ
ct−1

)−σc−1

e
σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t dct−1

+

(
ct −

λ

γ
ct−1

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t

σc − 1

1 + σl
(1 + σl)L̄

σl
t dL̄t

2. 对除 d内的其他内容在稳态处取值：

dζt = −σc
(
c−
λ

γ
c

)−σc−1

e
σc−1
1+σl

L̄1+σl
dct + σc

λ

γ

(
c− λ

γ
c

)−σc−1

e
σc−1
1+σl

L̄1+σl
dct−1

+

(
c− λ

γ
c

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄1+σl
(σc − 1)L̄σldL̄t

消费一阶条件 ζt =
(
ct − λ

γ ct−1

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄
1+σl
t 在稳态处取值：

ζ =

(
c− λ

γ
c

)−σc
e

σc−1
1+σl

L̄1+σl
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dζt
ζ

= −σc
(
1− λ

γ

)−1 dct
c

+ σc
λ

γ

(
1− λ

γ

)−1 dct−1

c
+ (σc − 1)L̄σldL̄t

= −σc
1(

1− λ
γ

) ĉt + σc

λ
γ(

1− λ
γ

) ĉt−1 + (σc − 1)L̄σl+1 l̂t

3. 对方程（32）去趋势的债券一阶条件 ζt = βγ−σceε
b
tRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
取全微分：

dζt = βγ−σcRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
deε

b
t+βγ−σceε

b
t

[
ζt+1

πt+1

]
dRt+βγ−σceε

b
tRtEt

[
1

πt+1
dζt+1 −

ζt+1

π2t+1

dπt+1

]
4. 对除 d内的其他内容在稳态处取值：

dζt = βγ−σcR
ζ

π
deε

b
t + βγ−σc

ζ

π
dRt + βγ−σcREt

[
1

π
dζt+1 −

ζ

π2
dπt+1

]
债券一阶条件 ζt = βγ−σceε

b
tRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
在稳态处取值：

ζ = βγ−σcR
ζ

π

dζt
ζ

= deε
b
t +

dRt
R

+ Et

[
dζt+1

ζ
− dπt+1

π

]
= εbt + r̂t + Etζ̂t+1 − Etπ̂t+1

将 ζ̂t = −σc 1(
1−λ

γ

) ĉt + σc
λ
γ(

1−λ
γ

) ĉt−1 + (σc − 1)L̄σl+1dl̂t代入上式可得：

− σc
1(

1− λ
γ

) ĉt + σc

λ
γ(

1− λ
γ

) ĉt−1 + (σc − 1)L̄σl+1 l̂t

= −σc
1(

1− λ
γ

)Etĉt+1 + σc

λ
γ(

1− λ
γ

) ĉt + (σc − 1)L̄σl+1 l̂t+1 + εbt + r̂t − Etπ̂t+1

合并关于 ĉt的相关项：

−σc
1 + λ

γ

1− λ
γ

ĉt = −σc
λ
γ(

1− λ
γ

) ĉt−1−σc
1(

1− λ
γ

)Etĉt+1−(σc−1)L̄σl+1(l̂t−Et l̂t+1)+ε
b
t+r̂t−Etπ̂t+1

两边同除 −σc
1+λ

γ

1−λ
γ

可得：

ĉt =

λ
γ

1 + λ
γ

ĉt−1+
1

1 + λ
γ

Etĉt+1+

(
1− λ

γ

)
(σc − 1)L̄σl+1

σc

(
1 + λ

γ

) (l̂t−Et l̂t+1)−
1− λ

γ

σc

(
1 + λ

γ

)(εbt+r̂t−Etπ̂t+1)

由方程（31）可得 wh = (1− λ
γ )cL

σl，
(
1− λ

γ

)
L̄σl+1 = whL

c ，上式最后变为：

ĉt =

λ
γ

1 + λ
γ

ĉt−1+
1

1 + λ
γ

Etĉt+1+
(σc − 1)

σc

(
1 + λ

γ

) whL
c

(l̂t−Et l̂t+1)−
1− λ

γ

σc

(
1 + λ

γ

)(r̂t−Etπ̂t+1+ε
b
t)
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2.3 SW(3):投资一阶条件的对数线性化

从方程（33）去趋势的投资的一阶条件1 = Qte
εit

[
1− S

(
itγ
it−1

)
− S′

(
itγ
it−1

)
itγ
it−1

]
+βγ−σcEt

ζt+1

ζt[
Qt+1e

εit+1S′
(
it+1γ
it

)(
it+1γ
it

)2]
出发：

1. 对方程（33）取全微分：

0 = eε
i
t

[
1− S

(
itγ

it−1

)
− S′

(
itγ

it−1

)
itγ

it−1

]
dQt +Qt

[
1− S

(
itγ

it−1

)
− S′

(
itγ

it−1

)
itγ

it−1

]
deε

i
t

+Qte
εit

[
dS
(
itγ

it−1

)
− itγ

it−1
dS′

(
itγ

it−1

)
− S′

(
itγ

it−1

)
d
itγ

it−1

]
+βγ−σcEt

1

ζt

[
Qt+1e

εit+1S′
(
it+1γ

it

)(
it+1γ

it

)2
]

dζt+1

−βγ−σcEt
ζt+1

ζ2t

[
Qt+1e

εit+1S′
(
it+1γ

it

)(
it+1γ

it

)2
]

dζt

+βγ−σcEt
ζt+1

ζt

[
eε

i
t+1S′

(
it+1γ

it

)(
it+1γ

it

)2
]

dQt+1

+βγ−σcEt
ζt+1

ζt

[
Qt+1S

′
(
it+1γ

it

)(
it+1γ

it

)2
]

deε
i
t+1

+βγ−σcEt
ζt+1

ζt

[
Qt+1e

εit+1

(
it+1γ

it

)2
]

dS′
(
it+1γ

it

)
βγ−σcEt

ζt+1

ζt

[
Qt+1e

εit+1S′
(
it+1γ

it

)]
d
(
it+1γ

it

)2

2. 对除 d内的其他式子取稳态处值：

dS
(
itγ

it−1

)
= S′

(
iγ

i

)
γ
idit − idit−1

i2

由于 S′(γ) = 0，dS
(
itγ
it−1

)
= 0，上式中所有包含 dS

(
itγ
it−1

)
的式子在稳态值取值都为 0。

包含 S′(γ)的式子取值也为 0。

itγ

it−1
dS′

(
itγ

it−1

)
= γS′′

(
iγ

i

)
γ
idit − idit−1

i2
= γ2S′′(γ)(̂it − ît−1)

令 S′′(γ) = φ，上式为

itγ

it−1
dS′

(
itγ

it−1

)
= γS′′

(
iγ

i

)
γ
idit − idit−1

i2
= γ2φ(̂it − ît−1)

用上述结果对全微分式子进行简化：

0 = dQt+deε
i
t−γ2φ(̂it−ît−1)+βγ

−σcγ3φ(̂it+1−ît) = q̂t+ε
i
t−γ2φ(̂it−ît−1)+βγ

−σcγ3φ(̂it+1−ît)
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将关于 ît的项归集到左边：

γ2φît + βγ−σcγ3φît = q̂t + εit + γ2φît−1 + βγ−σcγ3φît+1

=⇒γ2φ(1 + βγ1−σc )̂it = q̂t + εit + γ2φît−1 + βγ−σcγ3φît+1

=⇒ît =
1

γ2φ(1 + βγ1−σc)
(q̂t + εit) +

1

1 + βγ1−σc
ît−1 +

βγ1−σc

1 + βγ1−σc
ît+1

=⇒ît =
1

1 + βγ1−σc
ît−1 +

βγ1−σc

1 + βγ1−σc
ît+1 +

1

γ2φ(1 + βγ1−σc)
q̂t + εit

注意，此处将冲击项 εit标准化为 1，如果其他地方出现 εit，应该乘以此处冲击项系数的倒数。

2.4 SW(4):资本价格一阶条件的对数线性化

从方程（34）去趋势的资本存量的一阶条件Qt = βγ−σcEt
ζt+1

ζt

[
rkt+1Zt+1 − a (Zt+1) +Qt+1(1− δ)

]
和方程（32）去趋势的债券一阶条件 ζt = βγ−σceε

b
tRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
出发：第一步，对方程（34）进

行对数线性化：

1. 对方程（34）取全微分：

dQt = βγ−σcEt
1

ζt

[
rkt+1Zt+1 − a (Zt+1) + (1− δ)

]
dζt+1

− βγ−σcEt
ζt+1

ζ2t

[
rkt+1Zt+1 − a (Zt+1) +Qt+1(1− δ)

]
dζt

+ βγ−σcEt
ζt+1

ζt

[
rkt+1dZt+1 + Zt+1drkt+1 − a′(Zt+1)dZt+1 + (1− δ)dQt+1

]
2. 对除 d以内的其他式子在稳态处取值：

dQt = βγ−σc
1

ζ

[
rk + (1− δ)

]
dζt+1 − βγ−σcEt

1

ζ

[
rk + (1− δ)

]
dζt

+ βγ−σcEt

[
rkdZt+1 + drkt+1 − rkdZt+1 + (1− δ)dQt+1

]
= βγ−σc

[
rk + (1− δ)

]
ζ̂t+1 − βγ−σc

[
rk + (1− δ)

]
ζ̂t + βγ−σcEt

[
rkr̂kt+1 + (1− δ)q̂t+1

]
= ζ̂t+1 − ζ̂t + βγ−σcEt

[
rkr̂kt+1 + (1− δ)q̂t+1

]
注意 a′(1) = rk，在稳态处，有 βγ−σc 1ζ

[
rk + (1− δ)

]
= 1，接下来替换 ζ̂t+1 − ζ̂t，这需要

对方程（32）去趋势的债券一阶条件 ζt = βγ−σceε
b
tRtEt

[
ζt+1

πt+1

]
进行对数线性化：

1. 对上式取对数
log ζt = log βγ−σc + εbt + logRt + log ζt+1 − log πt+1

2. 上式取稳态值：
log ζ = log βγ−σc + logR+ log ζ − log π

3. 两式相减：

log ζt − log ζ = εbt + logRt − logR+ log ζt+1 − log ζ − log πt+1 − log π

=⇒ ζ̂t = r̂t + ζ̂t+1 − π̂t+1 + εbt
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将上式代入 q̂t = ζ̂t+1 − ζ̂t + βγ−σcEt
[
rkr̂kt+1 + (1− δ)q̂t+1

]
得：

q̂t = −(r̂t − Etπ̂t+1 + εbt) + βγ−σcEt

[
rkr̂kt+1 + (1− δ)Etq̂t+1

]
= βγ−σc(1− δ)Eq̂t+1 + βγ−σcrkEr̂kt+1 −

(
r̂t − Eπ̂t+1 + εbt

)

2.5 SW(5):中间品生产函数的对数线性化

从方程（22）
∫ 1
0 G

(
yi,t
yt

; εpt

)
di = 1和方程（24）去趋势的中间品生产函数 yi,t = eε

a
t

(
ksi,t

)α
(Li,t)

1−α−
Φ出发：

第一步：对方程（22）
∫ 1
0 G

(
yi,t
yt

; εpt

)
di = 1取全微分，并取稳态值：

∫ 1

0
G′ ydyi,t − ydyt

y2
di = 0

=⇒
∫ 1

0

dyi,t − dyt
y

di = 0

=⇒
∫ 1

0

dyi,t
y

− dyt
y
di = 0

=⇒
∫ 1

0
ŷi,tdi =

∫ 1

0
ŷtdi

=⇒ŷt =

∫ 1

0
ŷi,tdi

第二步：定义ϕp =
Φ+y
y ，对方程（24）去趋势的中间品生产函数 yi,t = eε

a
t

(
ksi,t

)α
(Li,t)

1−α−Φ

进行对数线性化：

1. 对方程（24）取对数：

yi,t +Φ = eε
a
t
(
ksi,t
)α

(Li,t)
1−α

取对数
=⇒ log(yi,t +Φ) = εat + α log ksi,t + (1− α) logLi,t

2. 其稳态为
log(y +Φ) = α log ks + (1− α) logL

3. 上面两式相减：

log(yi,t +Φ)− log(y +Φ) = εat + α(log ksi,t − log ks) + (1− α)(logLi,t − logL)

log
yi,t +Φ

y +Φ
= log

yi,t
y

y

y +Φ
= ϕ−1

p ŷi,t

ϕ−1
p ŷi,t = εat + α(log ksi,t − log ks) + (1− α)(logLi,t − logL)

对 i在 0-1上积分
=⇒

∫ 1

0
ϕ−1
p ŷi,tdi =

∫ 1

0
εat + α(log ksi,t − log ks) + (1− α)(logLi,t − logL)di

ŷt = ϕp

(
αk̂st + (1− α)l̂t + εat

)
6



2.6 SW(6):资本服务方程的对数线性化

从方程（29）去趋势的资本服务定义方程 kst =
Ztkt−1

γ 出发：

1. 对方程（29）取对数：
log kst = logZt + log kt−1 − log γ

2. 其稳态处取值为：
log ks = logZ + log k − log γ

3. 两式相减：
log kst − log k = logZt − logZ + log kt−1 − log k

=⇒ k̂st =ẑt + k̂t−1

2.7 SW(7):资本利用率一阶条件的对数线性化

从方程（35）去趋势的资本利用率的一阶条件 rkt = a′ (Zt)出发：

1. 对方程（35）两边取微分：
drkt = a′′(1)dZt

2. 式（35）在稳态处取值：
rk = a′(1)

3. 微分方程除以稳态值：
drkt
rk

=
a′′(1)

a′(1)

dZt
Z

=⇒ r̂kt =
a′′(1)

a′(1)
ẑt

由于 a′′(1)
a′(1) = ψ

1−ψ，上式可写为：

ẑt =
1− ψ

ψ
r̂kt

2.8 SW(8):资本存量一阶条件的对数线性化

从方程（28）去趋势的资本存量的一阶条件 kt =
(1−δ)
γ kt−1 + eε

i
t

[
1− S

(
itγ
it−1

)]
it出发：

1. 对方程（28）取全微分：

dkt =
(1− δ)

γ
dkt−1 + eε

i
t

[
1− S

(
itγ

it−1

)]
itdeε

i
t + eε

i
t

[
1− S

(
itγ

it−1

)]
dit

−eε
i
titdS

(
itγ

it−1

)

7



2. 除 d内的其他内容在稳态处取值：

dkt =
(1− δ)

γ
dkt−1 + eε

i
t

[
1− S

(
itγ

it−1

)]
itdeε

i
t + eε

i
t

[
1− S

(
itγ

it−1

)]
dit − eε

i
titdS

(
itγ

it−1

)
=

(1− δ)

γ
dkt−1 + iεit + dit

3. 两边同除稳态值 k:

dkt
k

=
(1− δ)

γ

dkt−1

k
+
i

k
εit +

i

k

dit
i

=⇒ k̂t =
(1− δ)

γ
k̂t−1 +

(
1− 1− δ

γ

)
ît +

(
1− 1− δ

γ

)
(1 + βγ1−σc)γ2φεit

注意，由于 S(γ) = 0，所以 1−S(γ) = 1，S′(γ) = 0，方程（28）在稳态处的值 k = γ
γ−1+δ i，由

于 SW(3)将 εit 的系数标准化为 1，此处的 εit 需要乘以 (1 + βγ1−σc)γ2φ，即 SW(3)冲击项的系
数的倒数。

2.9 SW(9):价格 markup的对数线性化

从方程（26）去趋势的边际成本方程 mct =
wt

(1−α)eε
a
t (kst /Lt)

α =
w1−α

t (rkt )
α

αα(1−α)1−αeε
a
t
出发，可得价

格Mark-up方程

1. 对方程（26）取对数：

logmct = logwt − α(log kst − logLt)− εat

2. 取稳态值：
logmc = logw − α(log ks − logL)

3. 两式相减：

logmct − logmc = logwt − logw − α(log kst − log ks + logL− logLt)− εat

=⇒ m̂ct = ŵt − α(k̂st − l̂t)− εat

令 µpt = −m̂ct，则
µpt = −ŵt + α(k̂st − l̂t) + εat

2.10 SW(10):价格菲利普斯曲线的推导

第一步：从方程（23）去趋势的总价格方程 1 = (1− ξp) p̃tG
′−1 (p̃tτ

p
t )+ ξpπ

ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t G′−1(

π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t τpt

)
出发，对其进行对数线性化：
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1. 两边取全微分：

0 = (1− ξp)G
′−1 (p̃tτ

p
t ) dp̃t + (1− ξp) p̃t

τpt
G′′ (xit)

dp̃t + (1− ξp) p̃t
p̃t

G′′ (xit)
dτpt

+ιpξpπ
ιp−1
t−1 π

1−ιpπ−1
t G′−1

(
π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t τpt

)
dπt−1 − ξpπ

ιp
t−1π

1−ιpπ−2
t G′−1

(
π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t τpt

)
dπt

+ιpξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp−1
t−1 π

1−ιpπ−1
t τpt

G′′ (xit)
dπt−1 − ξpπ

ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp
t−1π

1−ιpπ−2
t τpt

G′′ (xit)
dπt

+ξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

G′′ (xit)
dτpt

2. 对处 d内之外的其他表达式在稳态处取值：
注意，在稳态值处，有G′−1(z∗) = x = 1，其中 xi,t =

yi,t
yt
，zit = p̃tτ

p
t ，τ

p = G′(1)，p̃ = 1，

因此在稳态值处有：

(1− ξp)G
′−1 (p̃tτ

p
t ) dp̃t = (1− ξp)G

′−1 (z∗) dp̃t = (1− ξp) dp̃t = (1− ξp) ˆ̃
tp

(1− ξp) p̃t
τpt

G′′ (xit)
dp̃t = (1− ξp)

G′(1)

G′′(1)
dp̃t = (1− ξp)

G′(1)

G′′(1)
ˆ̃
tp

(1− ξp) p̃t
p̃t

G′′ (xit)
dτpt = (1− ξp)

1

G′′ (1)
dτpt

其中，τpt =
∫ 1
0 G

′
(
yi,t
yt

; εpt

)
yi,t
yt
di =

∫ 1
0 G

′ (xi,t; ε
p
t )xi,tdi

ιpξpπ
ιp−1
t−1 π

1−ιpπ−1
t G′−1

(
π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t τpt

)
dπt−1 = ιpξpπ

ιp−1π1−ιpπ−1G′−1
(
πιpπ1−ιpπ−1τp

)
= ιpξpG

′−1
(
G′(1)

) dπt−1

π
= ιpξpπ̂t−1

注意，G′−1 (G′(1)) = 1。

−ξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−2
t G′−1

(
π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t τpt

)
dπt = −ξpπιpπ1−ιpπ−2G′−1

(
πιpπ1−ιpπ−1τp

)
dπt

= −ξpG′−1
(
G′(1)

) dπt
π

= −ξpπ̂t

ιpξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp−1
t−1 π

1−ιpπ−1
t τpt

G′′ (xit)
dπt−1 = ιpξpπ

ιpπ1−ιpπ−1π
ιp−1π1−ιpπ−1τp

G′′ (1)
dπt−1

= ιpξp
G′(1)

G′′ (1)

dπt−1

π
= ιpξp

G′(1)

G′′ (1)
π̂t−1

−ξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp
t−1π

1−ιpπ−2
t τpt

G′′ (xit)
dπt = −ξpπιpπ1−ιpπ−1π

ιpπ1−ιpπ−2τp

G′′ (1)
dπt

= −ξp
G′(1)

G′′ (1)

dπt
π

= −ξp
G′(1)

G′′ (1)
π̂t

ξpπ
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

π
ιp
t−1π

1−ιpπ−1
t

G′′ (xit)
dτpt = ξpπ

ιpπ1−ιpπ−1π
ιpπ1−ιpπ−1

G′′ (1)
dτpt = ξp

1

G′′ (1)
dτpt
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综合以上式子：

0 = (1− ξp) ˆ̃pt + (1− ξp)
G′(1)

G′′(1)
ˆ̃
tp+ (1− ξp)

1

G′′ (1)
dτpt + ιpξpπ̂t−1 − ξpπ̂t

+ ιpξp
G′(1)

G′′ (1)
π̂t−1 − ξp

G′(1)

G′′ (1)
π̂t + ξp

1

G′′ (1)
dτpt

0 = (1− ξp)

[
ˆ̃pt +

G′(1)

G′′(1)
ˆ̃
tp

]
+ ξp

[
ιpπ̂t−1 − π̂t + ιp

G′(1)

G′′ (1)
π̂t−1 −

G′(1)

G′′ (1)
π̂t

]
+

1

G′′ (1)
dτpt

此处去掉 1
G′′(1)dτ

p
t，具体原因还没弄清楚，待进一步观察和计算。

两边同除 (1 + G′(1)
G′′(1))：

0 = (1− ξp) ˆ̃pt + ξp [ιpπ̂t−1 − π̂t]

化简可得到：

ˆ̃pt =
ξp

1− ξp
[π̂t − ιpπ̂t−1]

第二步：现在从方程（27）去趋势的中间品厂商最优价格设定的一阶条件出发，即Et
∑∞

s=0 ξ
s
pβ

s

γ(1−σc)s ζt+s

ζt
yi,t+s

(
ηpt+s(·)− 1

) [
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

−
ηpt+s

(
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1

π1−ιp∏t
l=1

πt+l
;εpt+s

)
ηpt+s(·)−1

mct+s

 = 0 ，

对其进行对数线性化：

1. 两边取全微分：

Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[
1

ζt
yi,t+s

(
ηpt+s(·)− 1

) [
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

−
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1
mct+s

]
dζt+s−

ζt+s
ζ2t

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

) [
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

−
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1
mct+s

]
dζt+

ζt+s
ζt

(
ηpt+s(·)− 1

) [
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

−
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1
mct+s

]
dyi,t+s+

ζt+s
ζt

yi,t+s

[
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

−
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1
mct+s

]
dηpt+s(·)+

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

) [∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

]
dp̃i,t+

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

)
p̃i,td

(∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

)
−

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

) ηpt+s (·)
ηpt+s(·)− 1

dmct+s−

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

)
mct+sd

(
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1

)
= 0

2. 除 d内的其他式子都在稳态处取值：
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由于在稳态时，
[
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

− ηpt+s(·)
ηpt+s(·)−1

mct+s

]
= 1 − ηp(·)

ηp(·)−1mc ，由于
ηp(·)
ηp(·)−1 =

markup，1− ηp(·)
ηp(·)−1mc = 0，因此上面式子的前四项包含

[
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

− ηpt+s(·)
ηpt+s(·)−1

mct+s

]
，其在稳态时都为 0，因此前四项都为 0。

d

(∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

)
= ιp

πιp−1π1−ιp

π
d (πt) + ιp

πιp−1π1−ιp

π
d (πt+1) + . . .

−
(
πιpπ1−ιp

)
(π)2

d (πt+1)−
(
πιpπ1−ιp

)
(π)2

d (πt+2)− . . .

=

s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

d
(

ηpt+s (·)
ηpt+s(·)− 1

)
= − 1

(ηpt+s(·)− 1)2
dηpt+s

(
p̃i,t

∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏t
l=1 πt+l

; εpt+s

)

=
η′

(ηpt+s(·)− 1)2

[∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏t
l=1 πt+l

dp̃i,t + p̃i,td

(∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏t
l=1 πt+l

)
+ εpt+s

]

结合上述分析，可简化以下式子：

0 = Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[
ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

) [∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

]
dp̃i,t+

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

)
p̃i,td

(∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏s
l=1 πt+l

)
−

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

) ηpt+s (·)
ηpt+s(·)− 1

dmct+s−

ζt+s
ζt

yi,t+s
(
ηpt+s(·)− 1

)
mct+sd

(
ηpt+s (·)

ηpt+s(·)− 1

)]
= Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

ζ

ζ
yi (η

p(·)− 1)

[
ˆ̃pi,t +

s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l + m̂ct+s+

η′mc

(ηpt+s(·)− 1)2

[∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏t
l=1 πt+l

dp̃i,t + p̃i,td

(∏s
l=1 π

ιp
t+l−1π

1−ιp∏t
l=1 πt+l

)
+ εpt+s

]]

= Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[
ˆ̃pi,t +

s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l + m̂ct+s+

η′ ·mc
(ηp(·)− 1)2

[
ˆ̃pi,t +

s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l + εpt+s

]]

= Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[(
1 +

mc · η′

(ηp(·)− 1)2

)(
ˆ̃pi,t +

s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
+

η′ ·mc
(ηp(·)− 1)2

εpt+s − m̂ct+s

]
注意， ηp(·)

ηp(·)−1 = 1
mc。

ζ
ζ yi (η

p(·)− 1)与 s无关，是常数，两边相除常数，可去掉常数项。

定义 ϕp =
ηp

ηp−1，为价格 markup，可得 ϕp − 1 = 1
ηp−1，

η′·mc
(ηp(·)−1)2

= 1
ηp(·)−1

(
ηp(·)
ηp(·)−1 ·mc

)
η′

η

=(ϕp − 1) · 1 · ϵp，定义 η′

η = ϵp，与此同时，与 s无关的项可加总，
∑∞

s=0 x
s = 1

1−x。
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将上式中的最后一项中的 ˆ̃pi,t的项移到左侧，并进行替代：

− 1

1− ξpβγ1−σc
(1 + (ϕp − 1)ϵp)ˆ̃pi,t = Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[
(1 + (ϕp − 1)ϵp)

(
s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
+

η′ ·mc
(ηp(·)− 1)2

εpt+s − m̂ct+s

]
ˆ̃pi,t = −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s=0

ξspβ
sγ(1−σc)s

[
s∑
l=1

ιpπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s −

m̂ct+s
1 + (ϕp − 1)ϵp


向前迭代一期，并乘以 ξpβγ

1−σc

ξpβγ
1−σc ˆ̃pi,t+1 = −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s=0

ξs+1
p βs+1γ(1−σc)(s+1)

[
s∑
l=1

ιpπ̂t+1+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+1+l+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+1+s −

m̂ct+1+s

1 + (ϕp − 1)ϵp
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令 s+ 1 = s∗, l + 1 = l∗，上式可变为

ξpβγ
1−σcEt ˆ̃pi,t+1 = −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=1

ξs
∗
p β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=2

ιpπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=2

π̂t+l∗+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s∗ −

m̂ct+s∗

1 + (ϕp − 1)ϵp


= −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=1

ξs
∗
p β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιpπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗

− ιpπ̂t + π̂t+1 +

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s∗ −

m̂ct+s∗

1 + (ϕp − 1)ϵp


= −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
p β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιpπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗

− ιpπ̂t + π̂t+1 +

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s∗ −

m̂ct+s∗

1 + (ϕp − 1)ϵp

+ (1− ξpβγ
1−σc) [−ιpπ̂t + π̂t+1+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp


= −(1− ξpβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
p β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιpπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s∗ −

m̂ct+s∗

1 + (ϕp − 1)ϵp

+ (1− ξpβγ
1−σc) [−ιpπ̂t + π̂t+1+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp

− (−ιpπ̂t + π̂t+1)

= −(1− ξpβγ
1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
p β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιpπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗+

η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt+s∗ −

m̂ct+s∗

1 + (ϕp − 1)ϵp

+ (−ξpβγ1−σc) (−ιpπ̂t + π̂t+1)+

(1− ξpβγ
1−σc)

 η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp


使用 ˆ̃pi,t − ξpβγ

1−σcEt ˆ̃pi,t+1可得：

ˆ̃pi,t−ξpβγ1−σcEt ˆ̃pi,t+1 = (ξpβγ
1−σc) (−ιpπ̂t + π̂t+1)−(1−ξpβγ1−σc)

 η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp
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利用（23）式的线性化结果 ˆ̃
tp =

ξp
1−ξp [π̂t − ιpπ̂t−1]替换上式：

ξp
1− ξp

(π̂t − ιpπ̂t−1)− ξpβγ
1−σc

[
ξp

1− ξp
(π̂t+1 − ιpπ̂t)

]

= (ξpβγ
1−σc) (−ιpπ̂t + π̂t+1)− (1− ξpβγ

1−σc)

 η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp


将上式中 π̂t项都移到左边：

ξp
1− ξp

π̂t −
ξp

1− ξp
ιpπ̂t−1 − ξpβγ

1−σc ξp
1− ξp

π̂t+1 + ξpβγ
1−σc ξp

1− ξp
ιpπ̂t + ξpβγ

1−σcιpπ̂t =

ξpβγ
1−σc π̂t+1 − (1− ξpβγ

1−σc)

 η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp


ξp

1− ξp
π̂t + ξpβγ

1−σc ξp
1− ξp

ιpπ̂t + ξpβγ
1−σcιpπ̂t = ξpβγ

1−σc ξp
1− ξp

π̂t+1+

ξp
1− ξp

ιpπ̂t−1 + ξpβγ
1−σc π̂t+1 − (1− ξpβγ

1−σc)

 η′·mc
(ηp(·)−1)2

1 + (ϕp − 1)ϵp
εpt −

m̂ct
1 + (ϕp − 1)ϵp


ξp

1− ξp
βγ1−σcιpπ̂t +

ξp
1− ξp

π̂t =
ξp

1− ξp
(1 + βγ1−σcιp)π̂t

同除 ξp
1−ξp (1 + βγ1−σcιp)可得

π̂t =
ιp

1 + βγ1−σcιp
π̂t−1 +

βγ1−σc

1 + βγ1−σcιp
Eπ̂t+1

− 1− ξpβγ
1−σc

1 + βγ1−σcιp

1− ξp
ξp

1

1 + (ϕp − 1) εp
µpt + εpt

其中，−m̂ct = µpt，注意，此处将冲击项的系数标准化为 1。如果其他地方出现 εpt ，其系数应该

乘以此处系数的倒数。

2.11 SW(11):资本收益率方程的对数线性化

从方程（25）去趋势的中间品厂商成本最小化的一阶条件 kst =
α

1−α
wt

rkt
Lt可得：

1. 对方程（25）取对数：

log kst = log
α

1− α
+ logwt + logLt − log rkt

2. 上式在稳态处的取值：

log ks = log
α

1− α
+ logw + logL− log rk

3. 两式相减：

log kst − log ks = logwt − logw + logLt − logL− log rkt − log rk

=⇒ k̂st = ŵt + l̂t − r̂kt

=⇒ r̂kt = −(k̂st − l̂t) + ŵt

14



2.12 SW(12):工资 markup的对数线性化

从方程（31）去趋势的劳动一阶条件 wht =
(
ct − λ

γ ct−1

)
L̄σlt 出发：

1. 对方程（31）取全微分：

dwht = σl

(
ct −

λ

γ
ct−1

)
L̄σl−1
t dL̄+ L̄σlt

(
dct −

λ

γ
dct−1

)
2. 方程（31）在稳态处的取值：

wh =

(
c− λ

γ
c

)
L̄σl

3. 微分方程除以稳态值：

dwht
wh

= σl
dL̄t
L̄

+

(
1− λ

γ

)−1 dct
c

−
λ
γ(

1− λ
γ

) dct−1

c
=⇒ ŵht = σl l̂t+

1(
1− λ

γ

) ĉt− λ
γ(

1− λ
γ

) ĉt−1

根据上述结果计算 µwt ≡ ŵt − ŵht

µwt ≡ ŵt − ŵht = ŵt −

(
σl l̂t +

1

1− λ
γ

(
ĉt −

λ

γ
ĉt−1

))

2.13 SW(13):工资菲利普斯曲线的推导

第一步：从方程（37）方程去趋势的总工资方程wt = (1− ξw) w̃tH
′−1
[
w̃t
wt
τwt

]
+ξwπ

ιw
t−1π

1−ιw

π−1
t wt−1H

′−1

[
πιw
t−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
出发，对其进行对数线性化：

1. 两边取全微分：

dwt = (1− ξw)H
′−1

[
w̃t
wt
τwt

]
dw̃t + (1− ξw)

w̃t
wt

τwt
H ′′(li,t)

dw̃t − (1− ξw) w̃t
w̃tτ

w
t

w2
tH

′′(li,t)
dwt

+ιwξwπ
ιw−1
t−1 π1−ιwπ−1

t wt−1H
′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dπt−1

−ξwπιwt−1π
1−ιwπ−2

t wt−1H
′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dπt

+ξwπ
ιw
t−1π

1−ιwπ−1
t H ′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dwt−1

+ξwπ
ιw
t−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

1

H ′′(li,t)

[
ιw
πιw−1
t−1 π1−ιwπ−1

t wt−1

wt
τwt dπt−1

−
πιwt−1π

1−ιwπ−2
t wt−1

wt
τwt dπt +

πιwt−1π
1−ιwπ−1

t

wt
τwt dwt−1 −

πιwt−1π
1−ιwπ−1

t wt−1

w2
t

τwt dwt

]
2. 对处 d内之外的其他表达式在稳态处取值：
注意，在稳态值处，有H ′−1(n∗) = l = 1，其中 li,t =

Li,t

Lt
，ni,t = w̃t

wt
τwt ，τw = H ′(1)，因

此在稳态处有：

(1− ξw)H
′−1

[
w̃t
wt
τwt

]
dw̃t = (1− ξw) dw̃t
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(1− ξw)
w̃t
wt

τwt
H ′′(li,t)

dw̃t = (1− ξw)
τw

H ′′(1)
dw̃t = (1− ξw)

H ′(1)

H ′′(1)
dw̃t

(1− ξw) w̃t
w̃tτ

w
t

w2
tH

′′(li,t)
dwt = (1− ξw)

H ′(1)

H ′′(1)
dwt

ιwξwπ
ιw−1
t−1 π1−ιwπ−1

t wt−1H
′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dπt−1 =

ιwξwwH
′−1(H ′(1))

dπt−1

π
= ιwξwwπ̂t−1

其中，H ′−1 (H ′(1)) = 1

−ξwπιwt−1π
1−ιwπ−2

t wt−1H
′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dπt = −ξwwπ̂t

ξwπ
ιw
t−1π

1−ιwπ−1
t H ′−1

[
πιwt−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

wt
τwt

]
dwt−1 = ξwdwt−1

ξwπ
ιw
t−1π

1−ιwπ−1
t wt−1

1

H ′′(li,t)

[
ιw
πιw−1
t−1 π1−ιwπ−1

t wt−1

wt
τwt dπt−1

−
πιwt−1π

1−ιwπ−2
t wt−1

wt
τwt dπt +

πιwt−1π
1−ιwπ−1

t

wt
τwt dwt−1 −

πιwt−1π
1−ιwπ−1

t wt−1

w2
t

τwt dwt

]
= ξww

1

H ′′(1)

[
ιwH

′(1)π̂t−1 −H ′(1)π̂t +H ′(1)ŵt−1 −H ′(1)ŵt
]

= ξww
H ′(1)

H ′′(1)
[ιwπ̂t−1 − π̂t + ŵt−1 − ŵt]

综合以上式子可得：

dwt = (1− ξw) dw̃t + (1− ξw)
H ′(1)

H ′′(1)
dw̃t − (1− ξw)

H ′(1)

H ′′(1)
dwt

+ ιwξwwπ̂t−1 − ξwwπ̂t + ξwdwt−1 + ξww
H ′(1)

H ′′(1)
[ιwπ̂t−1 − π̂t + ŵt−1 − ŵt]

两边同除 w：

ŵt = (1− ξw) ˆ̃wt + (1− ξw)
H ′(1)

H ′′(1)
ˆ̃wt − (1− ξw)

H ′(1)

H ′′(1)
ŵt

+ ιwξwπ̂t−1 − ξwπ̂t + ξwŵt−1 + ξw
H ′(1)

H ′′(1)
[ιwπ̂t−1 − π̂t + ŵt−1 − ŵt]

合并 ˆ̃wt项：

(1− ξw)

(
1 +

H ′(1)

H ′′(1)

)
ˆ̃wt =

(
1 +

H ′(1)

H ′′(1)

)
ŵt − ιwξw

(
1 +

H ′(1)

H ′′(1)

)
π̂t−1

+ξw

(
1 +

H ′(1)

H ′′(1)

)
π̂t − ξw

(
1 +

H ′(1)

H ′′(1)

)
ŵt−1

两边同除 (1− ξw)
(
1 + H′(1)

H′′(1)

)
可得：

ˆ̃wt =
1

1− ξw
ŵt −

ξw
1− ξw

ŵt−1 +
ξw

1− ξw
π̂t −

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1
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第二步：现在从方程（36）去趋势的工会设定最优劳动工资的一阶条件 Et
∑∞

s=0 ξ
s
wβ

s

γ(1−σc)s ζt+s

ζt
Ll,t+s

(
ηwt+s(·)− 1

) [
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

−
ηwt+s

(
w̃l,t
wt+s

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1

π1−ιw∏t
i=1

πt+l
;εwt+s

)
ηwt+s(·)−1 wht+s

 = 0

出发，对其进行对数线性化：

1. 两边取全微分：

∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[
1

ζt
Ll,t+s

(
ηwt+s(·)− 1

) [
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

−
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1
wht+s

]
dζt+s−

ζt+s
ζ2t

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

) [
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

−
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1
wht+s

]
dζt+

ζt+s
ζt

(
ηwt+s(·)− 1

) [
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

−
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1
wht+s

]
dLl,t+s+

ζt+s
ζt

Ll,t+s

[
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

−
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1
wht+s

]
dηwt+s(·)+

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

) [∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

]
dw̃l,t+

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

)
w̃i,td

(∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

)
−

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

) ηwt+s (·)
ηwt+s(·)− 1

dwht+s−

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

)
wht+sd

(
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1

)
= 0

2. 除 d内其他式子都在稳态处取值：由于在稳态时，
[
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

− ηwt+s(·)
ηwt+s(·)−1w

h
t+s

]
=

w̃l − ηw(·)
ηw(·)−1w

h = 0，上式的前四项都包含
[
w̃l,t

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

− ηwt+s(·)
ηwt+s(·)−1w

h
t+s

]
，其在稳

态时都为 0，因此前四项都为 0。

d

(∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

)
= ιw

πιw−1π1−ιw

π
d (πt) + ιw

πιw−1π1−ιw

π
d (πt+1) + . . .

−
(
πιwπ1−ιw

)
(π)2

d (πt+1)−
(
πιwπ1−ιw

)
(π)2

d (πt+2)− . . .

=
s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

d
(

ηwt+s (·)
ηwt+s(·)− 1

)
=− 1

(ηwt+s(·)− 1)2
dηwt+s

(
w̃l,t
wt+s

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏t
i=1 πt+l

; εwt+s

)

= − η′

(ηwt+s(·)− 1)2

[
1

wt+s

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏t
l=1 πt+l

dw̃l,t−

w̃l,t
w2
t+s

∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏t
l=1 πt+l

dwt+s +
w̃l,t
wt+s

d

(∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏t
l=1 πt+l

)
+ εwt+s

]
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结合上述分析，可简化以下式子：
∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[
ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

) [∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

]
dw̃l,t+

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

)
w̃i,td

(∏s
l=1 π

ιw
t+l−1π

1−ιw∏s
l=1 πt+l

)
−

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

) ηwt+s (·)
ηwt+s(·)− 1

dwht+s−

ζt+s
ζt

Ll,t+s
(
ηwt+s(·)− 1

)
wht+sd

(
ηwt+s (·)

ηwt+s(·)− 1

)]
=

∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

ζ

ζ
Ll (η

w(·)− 1)

[
dw̃l,t + w̃l

(
s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
− w̃lŵ

h
t+s+

η′wh

(ηwt+s(·)− 1)2

[
1

w
dw̃l,t −

1

w
dwt+s +

s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l + εwt+s

]]

=

∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[
ˆ̃wl,t +

s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l − ŵht+s+

η′wh

(ηwt+s(·)− 1)2w̃l

[
ˆ̃wl,t − ŵt+s +

s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l + εwt+s

]]

=
∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[(
1 +

η′wh

(ηwt+s(·)− 1)2w̃l

)(
ˆ̃wl,t +

s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
+

η′wh

(ηwt+s(·)− 1)2w̃l
(εwt+s − ŵt+s)− ŵht+s

]
注意， ηw(·)

ηw(·)−1 = w̃l

wh，定义 ϕw = ηw(·)
ηw(·)−1，为工资markup，可得 ϕw−1 = 1

ηw−1 , η′wh

(ηw(·)−1)2w̃l
=

1
ηw(·)−1

(
ηw(·)
ηw(·)−1 · wh

w̃l

)
η′

η = (ϕw − 1) · 1 · ϵw，其中，ηw′

ηw = ϵw，与此同时，与 s无关的项可

加总，
∑∞

s=0 x
s = 1

1−x。
ζ
ζLl (η

w(·)− 1)与 s无关，是常数，可两边相除，去掉常数项。

将上式中的 ˆ̃wl,t的项移到左侧，并进行相关替代：

− 1

1− ξwβγ1−σc
(1 + (ϕw − 1)ϵw) ˆ̃wl,t =

∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[
(1 + (ϕw − 1)ϵw)

(
s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
η′wh

(ηwt+s(·)− 1)2w̃l
(εwt+s − ŵt+s)− ŵht+s

]
ˆ̃wl,t = −(1− ξwβγ

1−σc)

∞∑
s=0

ξswβ
sγ(1−σc)s

[(
s∑
l=1

ιwπ̂t+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+l

)
+

η′wh

(ηwt+s(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s − ŵt+s)−

ŵht+s
1 + (ϕw − 1)ϵw


向前迭代一期，并乘以 ξwβγ

1−σc

ξwβγ
1−σc ˆ̃wl,t+1 = −(1− ξwβγ

1−σc)Et

∞∑
s=0

ξs+1
w βs+1γ(1−σc)(s+1)

[
s∑
l=1

ιwπ̂t+1+l−1 −
s∑
l=1

π̂t+1+l+

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+1+s − ŵt+s+1)−

ŵht+1+s

1 + (ϕw − 1)ϵw
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令 s+ 1 = s∗, l + 1 = l∗，上式可变为

ξwβγ
1−σcEt ˆ̃wl,t+1 = −(1− ξwβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=1

ξs
∗
w β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=2

ιwπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=2

π̂t+l∗+

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s∗ − ŵt+s∗)−

ŵht+s∗

1 + (ϕw − 1)ϵw


= −(1− ξwβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=1

ξs
∗
w β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιwπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗ − ιwπ̂t

+ π̂t+1 +

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s∗ − ŵt+s∗)−

ŵht+s∗

1 + (ϕw − 1)ϵw


= −(1− ξwβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
w β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιwπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗ − ιwπ̂t

+ π̂t+1 +

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s∗ − ŵt+s∗)−

ŵht+s∗

1 + (ϕw − 1)ϵw

+ (1− ξwβγ
1−σc)

−ιwπ̂t + π̂t+1 +

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt − ŵt)−

ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


= −(1− ξwβγ

1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
w β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιwπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗+

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s∗ − ŵt+s∗)−

ŵht+s∗

1 + (ϕw − 1)ϵw

+ (1− ξwβγ
1−σc) [−ιwπ̂t+

+ π̂t+1

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt − ŵt)−

ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw

− (ιwπ̂t + π̂t+1)

= −(1− ξwβγ
1−σc)Et

∞∑
s∗=0

ξs
∗
w β

s∗γ(1−σc)(s
∗)

[
s∗∑
l∗=1

ιwπ̂t+l∗−1 −
s∗∑
l∗=1

π̂t+l∗+

η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt+s∗ − ŵt+s∗)−

ŵht+s∗

1 + (ϕw − 1)ϵw

+ (−ξwβγ1−σc)

(−ιwπ̂t + π̂t+1) + (1− ξwβγ
1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt − ŵt)−

ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


使用 ˆ̃wl,t − ξwβγ

1−σcEt ˆ̃wl,t+1可得：

ˆ̃wl,t − ξwβγ
1−σcEt ˆ̃wl,t+1 = (ξwβγ

1−σc) (−ιwπ̂t + π̂t+1)

−(1− ξwβγ
1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt − ŵt)−

ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


利用方程（37）式的线性化结果 ˆ̃wt =

1
1−ξw ŵt −

ξw
1−ξw ŵt−1 +

ξw
1−ξw π̂t −

ξw
1−ξw ιwπ̂t−1 替换上
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式：
1

1− ξw
ŵt −

ξw
1− ξw

ŵt−1 +
ξw

1− ξw
π̂t −

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1−

ξwβγ
1−σc

(
1

1− ξw
ŵt+1 −

ξw
1− ξw

ŵt +
ξw

1− ξw
π̂t+1 −

ξw
1− ξw

ιwπ̂t

)
= (ξwβγ

1−σc) (−ιwπ̂t + π̂t+1)

− (1− ξwβγ
1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
(εwt − ŵt)−

ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


将上式中 ŵt项都移到左边：

1

1− ξw
ŵt + ξwβγ

1+σc ξw
1− ξw

ŵt − (1− ξwβγ
1−σc)

(ϕw − 1)ϵw
1 + (ϕw − 1)ϵw

ŵt =

ξw
1− ξw

ŵt−1 −
ξw

1− ξw
π̂t +

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1 + ξwβγ
1−σc

(
1

1− ξw
ŵt+1 +

ξw
1− ξw

π̂t+1 −
ξw

1− ξw
ιwπ̂t

)

+ (ξwβγ
1−σc) (−ιwπ̂t + π̂t+1)− (1− ξwβγ

1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
εwt − ŵht

1 + (ϕw − 1)ϵw


利用定义 ŵt − ŵht = µwt ，

1

1− ξw
ŵt + ξwβγ

1+σc ξw
1− ξw

ŵt − (1− ξwβγ
1−σc)

(ϕw − 1)ϵw + 1

1 + (ϕw − 1)ϵw
ŵt =

ξw
1− ξw

ŵt−1 −
ξw

1− ξw
π̂t +

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1 + ξwβγ
1−σc

(
1

1− ξw
ŵt+1 +

ξw
1− ξw

π̂t+1 −
ξw

1− ξw
ιwπ̂t

)

+ (ξwβγ
1−σc) (−ιwπ̂t + π̂t+1)− (1− ξwβγ

1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
εwt +

ŵt − ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


1

1− ξw
ŵt + ξwβγ

1−σc ξw
1− ξw

ŵt − (1− ξwβγ
1−σc)ŵt =

ξw
1− ξw

ŵt−1 −
ξw

1− ξw
π̂t +

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1 + ξwβγ
1−σc

(
1

1− ξw
ŵt+1 +

ξw
1− ξw

π̂t+1 −
ξw

1− ξw
ιwπ̂t

)

+ (ξwβγ
1−σc) (−ιwπ̂t + π̂t+1)− (1− ξwβγ

1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
εwt +

ŵt − ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


ξw

1− ξw
(1 + βγ1−σc)ŵt =

ξw
1− ξw

ŵt−1 + ξwβγ
1−σc 1

1− ξw
ŵt+1 +

ξw
1− ξw

ιwπ̂t−1

− ξw
1− ξw

π̂t − ξwβγ
1−σc ξw

1− ξw
ιwπ̂t − ξwβγ

1−σcιwπ̂t + ξwβγ
1−σc ξw

1− ξw
π̂t+1 + ξwβγ

1−σc π̂t+1

− (1− ξwβγ
1−σc)

 η′·wh

(ηw(·)−1)2w̃l

1 + (ϕw − 1)ϵw
εwt +

ŵt − ŵht
1 + (ϕw − 1)ϵw


上式两边同除 ξw

1−ξw (1 + βγ1−σc)可得：

ŵt =
1

1 + βγ1−σc
ŵt−1 +

βγ1−σc

1 + βγ1−σc
(Eŵt+1 + Eπ̂t+1)−

1 + βγ1−σcιw
1 + βγ1−σc

π̂t +
ιw

1 + βγ1−σc
π̂t−1

− 1− ξwβγ
1−σc

1 + βγ1−σc
1− ξw
ξw

1

1 + (ϕw − 1) εw
µwt + εwt
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注意，ŵt− ŵht = µwt 此处将冲击项的系数标准化为 1。如果其他地方出现 εwt ，其系数应该

乘以此处系数的倒数。

2.14 SW(14):货币政策方程的对数线性化

从方程（38）去趋势的货币政策方程 Rt
R =

(
Rt−1

R

)ρ [(
πt
π

)rπ ( yt
ypt

)ry]1−ρ ( yt/yt−1

ypt /y
p
t−1

)r∆y

eε
r
t 出

发，对方程（38）取对数：

log
Rt
R

=ρ log

(
Rt−1

R

)
+ (1− ρ)

[
rπ log

(πt
π

)
+ ry log

(
yt
ypt

)]
+ r∆y log

(
yt/yt−1

ypt /y
p
t−1

)
+ εrt

log
Rt
R

=ρ log

(
Rt−1

R

)
+ (1− ρ)

[
rπ log

(πt
π

)
+ ry log

(
yt
y

y

ypt

)]
+ r∆y log

(
yt
y

y

yt−1

ypt−1

y

y

ypt

)
+ εrt

r̂t =ρr̂t−1 + (1− ρ) [rππ̂t + ry(ŷt − ŷpt )] + r∆y(ŷt − ŷpt − ŷt−1 + ŷpt−1) + εrt
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